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S U M A R I O 
Neslte tmbaillDo tdiscaitimots ailgunis aspeotos do mocMo de aeuimiulaQao de 
capital deseovolvdido por Dorfiman, Siamuelson e -S'olow (1^68), isito e DOSSO1 
Sabemcxs que o moidelo DOSSO consiste basioaOTLeoKte na relaxagao da hipo- 
teise da inexistenicia die capacidade ociosia do (miodelo Leontieefiaino Dinamlco 
de Acumulagao ide Capital. Esses dods modelos sao elaboradlos em termos 
de uma econooima fechiada e nesse trabaiho esitenidemios o modelo DOStSO 
de forma a leviair em corusiiderapao toplcois com depreciagao e comercio in- 
ter ruaciomal. DscaitimiOis a possibilidade de existeocia de uma «Exte(nsao do 
Teorama do Turnpike» e in/troduzimos condipoes tertminiaas expilicitas que 
permitem a eoonooma crescer ba/Lanciadamenite mesmo apds o teirmino do 
horiaonte de plaoejamento. 
1. ABORDAGEM TRADICIONAL 
Seja x(t) o vetor n-dimensiomal do produto domestico brn- 
to produzida no periodo t. A e uma matriz nao negiativa (n x n), 
indecomponivel, onde o coeficiente tecnologico aij(t) mostra o 
(*) Agradecemos ao Professor John Graven da «U(naversity of Kent» e 
Professor M. Morlshima da «London School of Economitcs», que em 
diversos eistagios desise trabalho fonneceram sugestoes vailosas. 
(**) O lautor e Professor Adjunto da UniiversMade de Brasilia UnB e 
Professor Titular da ESAF-Ministerio da Fazenda. 
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requerimento do i-eskno bem necessario para produzir uma sim- 
ples unidade do j-esimo produto, no p'enodo t. A(t) reflate tecno- 
logia, preqos relativos, grau de integra^ao das plantas e a compo- 
siqaq interna dos setores. Admitimos a existencia de retornos 
constantes de escala, mas excluimois a possibilidade de produqao 
conjunta. Tambem admitimos que A(t) satisfaz as condiqoes de 
Hawkins — Simon (1949). 
B(t) e uma matriz nao-negativa, n-dimensional, que caracte- 
riza os coeficientes tecnologicos de capital. Um elemento tipico 
bij(t) indica a quantidade do i-esimo bem necessario, como capi- 
tal por unidade de produto do setor j, no periodo t. Durante o 
piano admitimos a constancia (estabilidade) dos coeficientes das 
duas matrizes e assim podemos negligenciar a indicaqao do 
periodo (t). 
s(t) e um vetor n-dimensional que caracteriza os estoques de 
capital e s(t) indica o estoque total de capital tipO' i disponivel 
no inicio do periodo t, de forma a possibilitar a produqao durante 
o mesmo periodo. y(t) e o vetor n-dimensiomal que indica a de- 
manda final por setor e incorpora consumo c(t) e investimen- 
to As(t). 
O modelo dinamioo fechado de Leontief toma como base; 
tecnologia constante e inexistencia de capacidiade ociosa. Esse 
modelo exibe crescimento balanceado no horizonte de tempo para 
o qual valem as condiqoes indicadas. Isto e: 
B x (t) — s(t) (t j ) 
Se algum (ou alguns) do(s) estoque(s) puder ficar ocioso 
em algum periodo e mtroduzirmos uma funqao objetivo que 
busca maximizar o estoque de capital no final do horizonte, fini- 
te, de planejamento temos a formuIa?ao de DOSSO em que o 
conjunto de restri^oes e do tipo: 
B x (t) < s(t) (J 2) 
fi importante considerar que embora o modelo admita hete- 
rogeneidiade em relagao ao estoque de capital, ele tambem admite 
complete deslocamento (sh.ftability) de capital entre os diferen- 
tes setores. Outra h.potese rdevante e que capital constitui o 
umoo recurso escasso e a meta final do planejador consiste em 
encontrar a alocagao mais eficiente dos recursos 
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Se A satisfaz as condiqoes acima sabemos que o produto do- 
mestico bruto x(t) sera dado por: 
x(t) = (I -A)-1 y(t) (1.3) 
Gomo por definigao: 
y(t) = c (t) + As(t) (1.4) 
Segue que: 
B(I-A) -1 c(t) + B(I-A)-1 As(t) ^ s(t) (1.5) 
Assim expressamos todos os insumos requeridos em termos 
de uma matriz de requerimentos brutos de capital. Essa matriz 
e representada por: 
B(I-A)-1 = B* (1.6) 
Desse modo (1.5) fica na forma: 
B*c(t) + B*As(t) ^ s(t) (1.7) 
A expressao (1.7) e chamada de "restriqao fundamentar' 
Admitindo a inexistencia de depreciaqao de bens de capital, fi- 
ca claro que a expressao: 
s(t -f- 1) = s(t) -f- A s(t) (1-8) 
indica, na forma recurisiiva, a liga^ao entre os estoques de capital 
em dois periodos sucessivos. 
Sabemos que uma trajetoria intertemporalmente eficiente, 
para um horizonte de T periodos, pode ser definida como uma 
trajetoria s(t) tal que, para um dado estoque inicial de capital, 
s(l), e uma trajetoria de consumo no tempo, c(t), nao existe 
qualquer percurso, s^t), que satisfaz as mesmas restriqoes e exi- 
be s'(T + 1) ^ s(t + 1). DO'SSO mostrou que eficiencia inter- 
temporal, num contextp recursivo, implica necessariamente na 
exiisitencia de uma seqiiencia de vetores indicando pre^os relati- 
vos, para t = 1, 2, ., T, tal que duas condiqoes sao satisfeitas: 
p(t - 1) s(t - 1) - p(t) s(t) == 0 (1.9) 
p(t) s(t) - p(t + 1) s(t + 1) = 0 (1 10) 
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O modelo de programa^ao linear, de DOSSO, que indica a 
trajetoria do processo de acumula9ao de capital pode ser colocado 
na seguinte forma matriciali: 
Max Z = ks (t + 1) 
tal que: B* As(t) ^ s(t) - B* c(t) (l-H) 
As(t) ^ 0 
onde s(l) e c(t) sao dados, e s^t) indica bens alocados como in- 
vestimento no periodo t, no setor i; k e urn vetor linha n-dimen- 
sional, nao negativo, que indica a preferencia por diferentes ti- 
pos de capital e portanto caracteriza a preferencia, a "priori 
dos planejadores pela estrutura terminal de capital, entre os n 
setores da economia. Kste e um modelo com estrutura decompo- 
nivel no tempo e que apresenta uma fcxrmaqao do tipo "block- 
-triangular" Nao ha depreciaqao de capital ou escolha de tecni- 
cas alternativas, mas existe um processo de acumulaqao dos di- 
versos tipos de capital durante os T periodos de planejamento. 
"Shadow-prices" dos diferentes estoques de capital em diferen- 
tes periodos. Segundo DOSSO, mais precisamente, eles sao 
"Shadow-prices" descontados(1). 
Se substituimos a desigualdade por igualdade, na "restriqao 
fundamental", e admitimos a formulaqao Malthus von Neu- 
mann, no qua! o consumo acima do nivel de subsistencia e nulo. 
havera uma e apenas uma configuragao relativo do estoque ini- 
cial de capital que permitira crescimento balanceado a taxa 
de von Neumann e ao vetor associado a "raiz caracteristica do- 
minante" de B* chamamois de raio ou proporqdes de von Neu- 
mann(2) 
claro que na pratica torna-se muito improvavel existir 
uma configuraqao inicial dois estoques de capital com a configu- 
raqao acima, dai a importancia da conjectura do "Turnpike" 
que garante a "existencia de uma tendencia a longoi-prazo da 
trajetoria eficiente de crescimento se aproximar da trajetoria de 
(1) DORFMAN, R., SAMUELSON, P. e SOLOW, R., «Linea(r Programmdin.g, 
and Boonomic A!ni^lysis», pg. 339, Mc Gmw - Hill, 1958. 
(2) Bate assiunto e discutido de modio formal em TEIXEIRA (1975) e (1977). 
Parte dtesse estoido e ©ncontrado em DOSSO. Um traitamemto elegante 
taimbem pode ser vislto em TAKAYAMA (1974). 
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crescimento balanceado cle von Neuman"(3), mesmo que a estru- 
tura inicial nao seja adequada. Se os planejadores decidiram as 
propor^oes finais dos estoques de capital desejados, entaot, dada 
qualquer estrutura inicial dos estoques de capital, se o horizonte 
de planejamento e suficientemente longo, o programa otimo de 
alocaqao de investimentos se comportara de tal forma a alterar 
nos periodos iniciais a composiQao dos estoques em dire^ao as 
proporqoes de von Neumann. Quando for obtida uma configu- 
ra<;ao de estoques suficientemente proxima daquelas proporqoes 
havera uma alocaqao de recursos de forma a preservar tal estru- 
tura e, ooinsequentemente, crescimento balanceado maximo du- 
rante a maior parte do piano. Quando o final do horizonte de 
planejamento estiver proximo, dado que as proiporqoes do esto- 
que terminal desejado nao coincidem necessariamente com as 
propor^oes de von Neumann, havera uma aloca(;ao de recursos 
que possibilitara a convergencia para as proporqoes desejadas. 
Existe, frequentemente, referencias ao caso no qual a trajetoria 
eficiente nao converge para a trajetoria de von Neumann, quando 
a configuraqao inicial nao e adequada. Em vez disso, ha oscila- 
gao tomando como eixo o raio de von Neumann. Tal situa^ao e 
de certa forma, excepcional e e conhecida por casos ciclicos(4)- A 
hipotese de que B* e matriz primitiva elimina tal possibilidade(5:> 
2 A INTRODUQAO DE NOVAS COMPONENTES NO 
MODELO 
Vamos admitir que haja deprecia<;ao de cada tipo de bem de 
capital. Chamemos de r^t) a taxa de depreciaqao do i-esimo tipo 
de bens de capital, no t-esimo periodo, independentemente do 
(3) Veja MORISHIMA, M., «Eqaiilibrium, Stability and Growtth», 1964. pg, 
154, Oxfoird University Press. 
(4) lb. pgs. 154 156. 
(5) A matriz n-dimensional C e primitiva se nao ha permuta^ao de mes- 
mas linJhas e colunias de tal modo que C possa ser esori/ta na fcirtma 
abaixo, onde as submatrizes na diagonal princi/pfal sao quiadradas. 
0 c1 0 ... 0 
0 0 ... 0 
0 0 0 C„_1 
C 0 0 ... 0 11 
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uso ou nao desse estoque. Para termois um modelo que tenha 
algum significado economico devemos ter 0 < ri(t) < I e para 
simplificar o modelo admitamos que esisa taxa e constante para 
qualquer t e T. 
Como base no argumento acima obtemos uma fun^ao ex- 
ponencial negativa relacionada com o tempo e expressa na 
forma: 
onde R e uma matriz diagonal da dimensao n e q indica investi- 
mento bruto. Isto significa que, no inick> do periodo t teremos 
o estoque de cada tipo de capital existente no inicio do periodo 
t - 1, convenientemente depreciado, mais o investimento gerado 
no periodo t - 1, que apenas entra em funcionamento no inicio do 
periodo t. Isto e, ha certa defasagem entre a gera^ao do bem de 
capital e o inicio de sua operagao no process© produtivo. 
claro que podemos requerer, levando em consideraqao ni- 
vel de bem-estar ("welfare") e propositos politicos, que haja 
expansao de consumo entre dois periodos consecutivos. Contudo 
este requerimento e irrelevante para os presentes propositos do 
modelo e aqui apenas consideramos conhecido o vetor consumo 
para cada periodo do piano. 
Assim podemos expressar o modelo de acumulaqaoi de capital 
na seguinte forma: 
s(t) = (I-R) s(t- 1) + q(t - 1) (2.1) 
Max Z = k X (I - R)7 ^(t) 
1 
T 
tal que: 
B* q(l) 
B* q(2) - q(l) 
B*q(3) - (I - R)q(l) - q(2) 
^ s(1) - B*c(l) 
= (I - R) s(l) - B*c(2) 
^ (I -R)2s(l) - B*c(3) 
B*q(T) - (I R)T q(l) -q(T- 1) g (I - R)T"1 
s(l) - B*c(T) 
(2,2) 
sendo 
q(t) & 0 para t = 1, 2,. T 
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claro que a hipotese de que q(t) ^0 nao garante a exis- 
tencia de estoique naodecrescente dos diversos tipos de capital, 
em todos os periodos. Obviamente a depreciaQao dos bens de ca- 
pital deve ser menor ou igual a acumulaqao gerada, periodo por 
periodo, para garantir a existencia de estoques nao decrescentes. 
A simples introduqao de um novo con junto de restriqoes na for- 
ma s(t 1) ]> isi(t) evitara estagnaqao setorial e de acumulaqao. 
Contudo essas novas restri^oes incotrporam hipoteses mais fortes 
do que gostariamos de fazer e por isso as excluimos. 
Um outro ponto que foi negligenciado ate oi momento e o 
referente ao crescimento apos o periodo de planejamento (upost- 
-plan period"). Este e um ponta que gostariamos de analisar, 
uma vez que a dependencia estrutural da produqao, utilizando a 
tecnologia do tipo Leontief, em modelos multisetoriais, requer 
um estoque minimo de cada um dos bens de forma a permitir con- 
sumo e crescimento no pos-plano. claro que isso ocorre devido 
a hipotese da indecomponibilidade da matriz de "input-output" 
e a postulagaoi de que cada bem pode ser tanto consumido quanto 
utilizado na reprodu^ao dos bens de capital. Certamente temos 
aqui pontos que merecem qualificaqdes, tendo em vista que o 
modelo nao e dividido em setor de bens de consumo e setores de 
bens de capital, como em Hicks(6). 
E obvio que uma funqao objetivo simples, na forma ks(T-|-l) 
T t -1 
ou k S (I R) q(t) pode levar a estoques desbalanceados a 
1 
luz de futures requerimentos, uma vez que os preqos implicitos no 
vetor k podem nao refletir futuras preferencias e produtividade. 
Assim, e desejavel fazermos algumas consideragoes sobre o cres- 
cimento do pos-plano. Para tal consideramos a hipotese de que 
e possivel definir a fronteira de eficiencia ("locus") do estoque 
potencial de cada bem e o teorema da proigrama^ao linear que 
assegura que se o modelo e viavel a solugao otima ocorrera num 
ponto extreme do con junto viavel. A partir dessa considera^ao 
incorporamos no modelo uma condi^ao na forma de restri^oes 
lineares que permite crescimento (programado) no periodo se- 
guinte ao terminal e que leva em considera^ao a deprecia^ao pre- 
vista dos bens de capital de cada tipo. 
(6) HICKS, J., ^Capital and Growth», Chapter XIV, Oxford University 
Press, 1965. 
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Este topico sug'ere que em vez de fixar noissa atenqao apenas 
do que ocorreria no penodo terminal devemos cuidar tambem 
de periodos posteriores. Nesse caso lembramos que para garan ir 
crescimento em periodos posterioires ao horizonte e p aneja 
mento, devemos assegurar que a acumulaqao de capita supera a 
depreciacao. Esse tema leva implicitamente ^ em consideraqao a 
ideia de que se o modelo e formulado cam vistas a impiementa- 
qao devemos assegurar que futura geraqao de planejadores tern 
suficiente flexibilidade para acomodar consideraqoes sobre vana- 
qoes plausiveis do nivel miinimo permissivel de coinsumo, c(t), 
no futuro. Assim requeremos : 
s(T + 1) ^I(T + 1) (2-3) 
onde s(T +1) = B* [c(T) + Rs'(T+ 1)] (2.4) 
Se desejarmos que c(T -|- j) cresqa acompanhando a forqa de 
trabalho, ou entao, se consideramos que a ecoinomia necessita 
crescer a uma taxa minima aceitavel, no periodo posterior ao 
termino do periodo de plane j amenta (em que ^ tomia em consi- 
deraqao uma taxa de crescimento balanceado de funqao consu- 
mo) entao necessitamos utilizar a condiqao terminal (2.3) acom- 
panhada de nova versao de (2.4), na forma: 
S (T + 1) = B* [c(T) Rs(T + 1) + Os(T + 1)] (2.5) 
^ -(T + i = [I - (R + I e) B*]_1 B*c(T) (2.6) 
O modelo de programaqao linear atendendo essa nova con- 
diqao deve 'ser viavel uma vez que: 
a) c(T) ja foi produzido; 
b) ^ e escolhido de modo conveniente na forma de um 
parametro estrategico com valor menor ou igual a 
media esperada da taxa de crescimento durante o 
piano. 
3. ABERTURA DO MODELO PARA O COM^RCIO 
INTERNACIONAL 
Nesta seqao elaboramos o modelo tomando em consideraqao 
pontos anteriormente negligenciados tais como; importaqaot, ex- 
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portagao, emprestimo e ajudas externas, balango de pagamentos. 
etc. Nosso objetivo consiste em obter uma generaliza^ao (ou me- 
Ihor, uma extensao) do Modelo DOSSO e fazer consideraqoes so- 
bre a relevancia dessas extensoes, do ponto de vista do planeja- 
mento economico. 
Inicialmente necessitamos definir as norvas variaveiis m(t), 
como importaQaoi, e c(t), como exportaQao^7^. Esses novos com- 
ponentes sao vetores colunas n-dimenjsionais. E tambem neces- 
sario dividir a importagao em duas categorias: m'(t) sendo a im- 
portaqao de bens de capital e m"(t) a importaqao de bens de con- 
sumo. Nesse casoi, a formagao de capital bruto e dada por: 
q(t) + m'(t) (3.1) 
Como fizemos anteriormente, manteremos a hipotese de que 
os tipos de capital geradois domesticamente nao come^arao a ser 
usados durante o periodo de produ^ao, mas noi periodo seguinte. 
Mantemos tambem a hipotese de que (I - E) s(t) e deixado de 
s(t) para o periodo seguinte. Assim Rs(t) e a deprecia^ao ocor- 
rida (ou prevista) dos diversos tipos de capital. Admitimos que 
os bens de capital importados durante o periodo (t), estarao dis- 
poniyeis para uso no inicio do proprio periodo t. Levando em 
consideragao a hipotese da nao negatividade teremos q(t) 0 e 
m^t) ^ 0 para t = 1, ., T. Assim podemos definir o estoque 
dos diversos tipos de capital disponiveis no inicio do« periodo 
(t -)- 1) como: 
s(t +1)1= (I - R) s(t) + q(t) + m'(t + 1) (3.2) 
A rela9ao de produqao, do ponto de vista contabil requer 
que a demanda toital, em cada periodo, por oada um dos bens, de- 
ve ser igual a disponibilidade de cada bem no mesmo periodo. 
Essa situacao pode ser expressa na forma: 
x(t) (I - A)-1 [c(t) + e (t) - m"(t) + q(t)] (3.3) 
Sabemos que B e a matriz n-dimensional dos coeficientes de 
capital (na pratica dado pela relagao marginal capital-produto). 
(7) fi obvlo qus pjaoia proposito de planejiamento neoeisisiitaimos desagregiar 
o consuimo em suias dUias ccimpononites basicas: cornsumo privado e go- 
vemaimiental. Contudo ©ssa desagregagao nao contrlbaii ide forma re- 
levante para a oompreensao do modelo e desneoessariamente oumenta 
o numero de variavels. Assim negligenciamos essa elaboragao. 
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Como (I - A)"1 tambem tem a mesma dimenisao temos que 
B* = B(I A)"1 indica o requerimento bruto (direto mais indire- 
to) de capital, e levando em considera^ao que Bx(t) = s(t) 
segue que: 
Esta e a versao da urestri<;ao fundamental" para o modelo 
aberto e vale para t = 1,2, ., T. 
Para manter simplicidade do modelo e uma abordagem nas 
linhas do Modelo DOSSO admitimos que consumoi, exportaqao 
e importaqao de bens de consumo sao variaveis ezogenas, para 
todo o horizonte de planejamento. Ainda por motives de simpli- 
cidade preferimos negligenciar a tradicional divisao das impor- 
ta^oes em dois grupois: competitivo e nao competitive. Caso 
incorporassemos essa divisao teriamos algumas implicaqoes eco- 
nomicas interessantes, mass acompanhadas por certa complexi- 
dade de formaliza<;ao(8b 
Admitimos agora, que m'(t) e um vetor que indica a rela^ao 
entre bens de capital importados e produto domestico. Essa re- 
la^ao e formalizada atraves da matriz n-dimensiolnal M de coefi- 
cientes fixos, onde a componente niij indica a quantidade do 
i-esimo bem de capital necessariamente importado por unidade 
de produto, i. e.: 
A matriz M, novamente por simplificaqao, nao variara du- 
rante o periodo de planejamento(9) podendo ser positiva ou 
nao-negativa. 
Admitimos ainda que ajuda externa, emprestimos e movi- 
mentos de capital de longo-prazo sao determinados exogenamen- 
(8) ECKAUS, R.S., e PARIKH, K.S., «Planning for Growth: Multiseotoral, 
Intiertemporal Models Applied to IrucMa^ pg. 33, The MIT Press, 1968, 
utiliza (tal divisao com resultados atraentes. 
(9) £ claro cine a oonsitazncdia de A. B e 1VI indica a ausenciia de progressoi 
tecnioo. Essa hipotese pode ser relaxada} mas envolveria substanciol 
afastamento dla formuliapao de DOSSO, o que e indiesejdvel no contex- 
to de nosso trahalho. 
s(t) a B*[c(t) + e(t) - m"(t) + q(t)] 
B*q(t) S s(t) - B* [c(t) + e(t) - m"(t)] 
(3.4) 
(3.5) 
m'(t) = Mx(t) (3.6) 
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te, no modelo. A soma de todas essas componentes e chamada 
d(t)J e expressamos seu valor em termos da moeda domestica a 
pregos constante. 
Sendo [x o vetor linha unitario, n-dimensional, definimos a 
disponibilidade de recursos externos para t = 1, 2 T, na 
forma: 
d(t) + [x e(t) (37) 
Se consideramos desejavel assegurar equilibrio ou saldo na 
balanqa de pagamentos, em cada penodo,entao a seguinte rela- 
^ao deve prevalecer(10): 
ixm'(t) - [x[e(t) - m"(t)]= d(t) (3.8) 
Podenamos tambem considerar um limite superior para de- 
ficit, se isto e permissivel para a eoomomia. Seja ^(t) o de- 
ficit, permissivel, exogenamente determinado. Levando essa 
componente em considera<;ao, temos a nova versao de balance 
de pagamentos. 
d(t) + [xe(t) - [xfrn^t) + m'^t)] ^ ^ (t) (3.9) 
Utilizando as expressoes (3.3), (3.6), (3.8) e definindo 
M* = M(I - A) -1 como a matriz nao negativa de ordem n que 
indica os coeficientes diretois e indiretos dos requerimentos de 
capital importado por unidade de produ^ao, temos: 
d(t) •+ [x e(t) - [xM*[c(t) + q(t)] (xM*e(t) + 
+ |xM*m,,(t) - [xm"(t) ^ - Q(t) (3.10) 
Combinando algumas compoinentes da expressao (3.10) e co- 
locando as variaveis exogenas no lado direito da desigualdade 
temos: 
[xM*q(t) ^ [d(t) + Q(t)] + pifl - M*] [e(t) - 
- m"(t)] - [xM*c(t) (3.11) 
(10) 6 cliaino que no caso estamos oegligenciatndjo dividas anteriores ao iinl- 
cio do piano e amortizagao dessas dividias. Desse ponito die vista em 
vez ide equagao do balango de pp^gamentos temos apenas balance co- 
mercial. simples fazetr extensoes que poesibiliitam considera^oes so- 
bre o balango de pagamentos, mas novamente estariamos nos afas- 
tando dos principais preocupaqoes do trabalho. 
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Essa expressao esta na forma apropriada para as restriqoes 
de balanqo de pagamentos e mostra que deficit opera com bonus 
para importai;ao(11). 
Agora necessitarmos de redefinir a fumjao objetivo numa 
forma apropriada para a estrutura matematica desse modelo pa- 
ra uma econoimia aberta. A nova funqao objetivo e dada por: 
Maz Z = k [s(T + 1)] = k [(I - R) s(T) + qOO] (3.12) 
mas: 
s(t) = (I - R) s(T 1) + q(T - 1) + m'(T) (3.13) 
assim: 
s(T +!) = (! -R)2 s(T - 1) + (I -R) [q(T - 1) + 
+ m'(T)] + q(T) (3.14) 
Continuando a expansao da expressao (3.14) e definindo 
s(l) = s (1) -)- m'(l) (3.15) 
onde s (1) e o vetor (n x 1) indicativo da capacidade em existen- 
cia na economia (estoque de capital inicial) no inicio doi periodo 
inicial, excluindo a importa^ao de bens de capital temos: 
s(T + 1) = (I -R)s(T) + q(T) = (I-R)Ts(l) + 
+ i (I-R)T_'q(t) + i (i-R)T"t + 1m'(t) 
1 1 (3.16) 
Assim, a expressao (3.12) e equivalente: 
ta T T — t 
Max Z = k <1(1 - R) s (1) + £ (I R) q(t) + 
1 
(11) Um pfrobLemia nao colooado e o do pagaimmto desse d^fieiit a panbir die 
certo periodio. Esse aspecto bean muilta relevancia do (ponto de vista 
dos limites dio endivicJaimento paoria umia polltica esitraibegioa de cres- 
omnenbo. Dsoutimos esse pfrobleima em ontro trabalho. Veja TEIXEI- 
RA, (1975). 
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T 
+ 2 (I -R)T~t + 1M*[c(t) + e<t)-m"(t) +q(t)]^ (3.17) 
1 
Para propositos de programaqao linear podemos remover os 
termos exogenos do maximando. Para simplificar chamamos: 
[I + (I-R)M*] = A (3.18) 
e 
c(t) + e(t) - m"(t) 1= T(t) (3.19) 
Assim, temos a funqao objetiva na forma: 
T T t 
Max Z = k ] $ (I - R) ~ [q<t) + 
1 
+ (I - R) M*q(t)] }• (3.20) 
cm 
T 
Max Z = k S (I - R) T~t Aq(t) (3.21) 
1 
A ultima expressao constitui a fungao objetivo expressa na 
forma apropriada. Agora devemos formular a "restriqao funda- 
mental" do modelo de programagao linear que mostra o processo 
da acumula<;ao de capital para uma economia aberta, utilizando 
a notaqao simplificada. Isto e dado por: 
B*q(t) ^ s<t) -B* r(t) (3.22) 
Tomando e mconsideraqao a expresisao (3.16) depois de ne- 
cessarias substituiqoes temos: 
t-lA t - 1 t t - "c 
B*q(t) (I-R) s(l) + S (I - R) 
1 
t t - T 
c|i(t) + S (I - R) - B* T(t) (3.23) 
1 
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Usando a nota^ao simplificada: 
m'(t) i= M"[r(t) + q(t)] (3-24) 
temos: 
t-lA t-1 t-l-T 
B*q(t) ^ (I - R) s (1) + S (I - R) 
1 
q(T) X (I - R) M*[T(t) -)- q (t)] - B* 1 (t) (3.25) 
1 
Colocando a ultima expressao numa forma mais refimada 
temos: 
t - 1 A 
[B*-M*] q(t) ^ (I-R) s(l) [B* -M*]T(t) + 
t-1 t - ] - r t-1 
+ ^ (I - R) [I + (I - R)M*] q(T) + ^ 
1 1 
(I R)1 + M* T(T) (3.26) 
interessante verificar que [B* - M*] tern significado econo- 
mico e pode ser interpretado como matriz dos coeficientes do- 
mesticos de capital, por unidade de produto. Essa e claramente 
uma matriz nao-negativa e para simplificar faqamos: 
[B* M*] = B (3.27) 
Substituindo (3.27) em (3.26) e colocado as variaveis en- 
dogenas no lado esquerdo da expressao, temos: 
a t-1 t-1-x t_ 1 
B q(t) - 5 (I- B) [ I + (I - R)M*]q(T) ^ (I _ R) 
1 
s (1) -BT(t) + (I - R)1 M*T(t) (3.28) 
1 
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Como 
s(t + 1) s(t) = -Rs(t) + (I - R) [M*T(t) + M*q(t)] -j- 
+ q(t) (3.29) 
podemos ver que q(t) faz duas contribuiqoes a capacidade cres- 
cimento, no periodo t: q(t) entra diretamente como formaqao 
domestica de capital, e indiretamente q(t) "induz" a importaqao 
M*q(t) no inicio do periodo, que deprecia no periodo, para o ni- 
vel (I - R)M*q(t). 
Assim, Aq(t) representa a contribuiqao de q(t) para o au- 
mento de capacidade de produqao. Usando a nota^ao indicada 
temos a expressao (3.29) na forma: 
a t - 1 t - t t-l/y, 
B q(t) - S (I - R) q(T) = (I - R) s (1) - 
1 
A t - 1 t- T 
- B T(t) + ^ (I- R) M* T (x) (3.30) 
1 ' 1 ' ' 
Essa e a "restriqao fundamental", na forma simplificada, e 
ela prevalece para t = 1, 2, T. A variavel de escolha deve 
certamente satisfazer a restriqao de nao-negatividade. Isto e 
q(t) ^ 0 para t = 1, 2, ., T 
Para fazer uma comparaqao de nossa "restriqao fundamen- 
tal" com a proposta por DOSSO e preferivel usar a expressao 
(3.26). obvio que fazendo M* = m'(t) = 0, e 
(t)—0, R = e levando em considera^ao que m'Ct) = 0 impli- 
ca em s (1) = s(l) entao: 
t- 1 
s(l) + 5 q (t) = s (t) (3.31) 
1 
Portanto nossa ''restriqao fundamental", em nosso modelo aber- 
to fica reduzido a restriqao proposta por DOSSO. O mesmo 
ocorre com a funqao objetivo se olharmos particularmente a ex- 
pressao (3.17) Assim concluimos que o modelo DOSSO, no 
aspecto formal, e um caso particular de nosso modelo de progra- 
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maqao linear para o processo de acurnula^ao de capital de uma 
economia aberta. 
Agora desejamos reformar o problema da defini^ao da 6Sr 
trutura terminal do estoique de capital que deveria produzir o 
nivel de requerimento minimo do consumo a um mvel fixado 
exogenamente. Tambem estamos preocupados em fixar uma 
condiqao terminal que reflita a preferencia por crescimento equi- 
librada no periodo seguinte ao terminal do horizonte de planeja- 
mento. Isto significa que o estoque terminal seguinte deve per- 
mitir a economia crescer balanceadamente a uma taxa dada 
("steady-state ratio") se os planejadores asisim o desejarem, 
Nesse caso temos duas abordagens alternativas. Se a meta dos 
planejadoires e for^ar a tendencia da economia para a auto-sufi- 
ciencia parece aceitavel excluir da condi^ao terminal, a importa- 
^ao de produto e portanto podemos excluir tambem exporta^oes 
na contruqao de um estoque terminal auto-suficienteS1^^ Neissc 
caso apenas necessitamos das restri^des: 
s(T + 1) ^ s (T + 1) (3-32) 
onde 
s(T + 1) l= [ I - (R + I e) B*]-1 B* c(T) (3.33) 
Essas sao exatamente as mesmas restri<;6es apresentadas em 
(2.3) e (2.6) para o modelo da economia fechada(13). Assim, co- 
mo no caso do modelo fechado, ^ e a taxa de crescimento balan- 
ceado da economia no pos-plano. 
Contudo a abordagem acima apenas pode ser aplicada a pai- 
ses com suficiente disponibilidade de recursos naturais. Contudo, 
os futures planejadores nao estao necessariamente compromis- 
sados com o isodacionismo economico. Meramente indicamos 
uma opgao. Para outros paises, onde auto-suficiencia e impossi- 
vel, ou indesejavel, podemos reescrever a condiqao terminal na 
forma: 
(12) £ daflio que nesse caso devemos fazer certas alitera^des de foormia a 
giarantir o ipiafeiametnto de dividjas exiternas aisisuimidas assim oomo os 
juros daa mesmiais. Patra tal basta redeftnir Q(t) convenientemente. 
(13) £ clairo que do ponito de vista da comiplementaqaio («coim(plete(ness») 
deveriajmos escrever essa comdlUjao em termios de q((t) usondo a relaqao 
s(T _j_ 1) — (I - R) s(T) q(T) e a condliigiao (3,29). 
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s(T + 1) = [I - (R + I «) B]- 1 B [c (T) + e (T)] (3.34) 
Usando as expressoes (3.16) e (3.19) temos: 
ta T T-t T T-t + l 
(I-R)s(l) (I - R) q(t) + S (I-R) 
1 1 
M*[r(t) + q (t)] ^ s (T + 1) (3.35) 
Finalmente, usando (3.18) e colocando as variaveis endoge- 
nas no lado esquerdo da desigualdade temois a condiqao terminal 
na forma apropriada para o modelo de programaqao linear: 
T T t 
2 (I-R) Aq(t) i? s (T + 1) - (I - R) s(l) 
1 
T T - t + 1 
2 (I-R) M*T(t) (3.36) 
1 
4. REFLEX6ES SOBRE O "TEOREMA DE TURNPIKE' 
Agora gostariamos de verificar se o ^Teoirema do Turnpike" 
ou uma extensao do mesmo teorema pode ser mantido para nossa 
generalizagao do modelo DOSSO(14). Como mostramos o mode- 
lo DOSSO e um caso especial do nosso modelo de acumulagao 
de capital para uma economia aberta. Contudo exporta^ao e con- 
sumo sao dados exogenos e assim esse modelo de programaqao 
linear nao pertence a classe de sistemas lineares fechados. Assim, 
embora nosso modelo seja uma extensao de um outro que produz 
o ''turnpike" e bastante duvidoso que tal trajetoria, no sentido 
exato da palavra, possa ser obtida e uma extensao do conceito 
deve entao ser encontrada Acreditamos que o "teorema da con- 
vergencia do Turnpike" nao pode ser sustentado para essa "ge- 
(14) O oonceiito «Extendj©d Tiirnipike» e disoutido em TEIXEIRA (1974), 
MURAKAMI et. al (1970) e TEIXEIRA (1976) apreseautem o oonceiito 
e iproduzeim resulbadios compuitacionais relatives respectivamente a 
eoonomiia jasponesa e brasileina. 
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neralizaQao" do modelo DOSSO sem utilizar hipoteses fortes que 
convertam a abordagem num exemplo da classe dos sistemas fe- 
chados. Contudo, isso exigiria hipoteses demasiado restritivas, 
que nao permitiriam um melhor "insight" sobre o funcionamen- 
to da eoonomia. Muito pelo contrario, essa tentativa de fechar o 
sistema nos afastaria ainda mais da realidade e tornaria a exten- 
sao inutil do ponto de vista operacional. Contudo, ainda conside- 
ramos interessante especular sobre a possibilidade de encontrar- 
mos algo analogo ao conceito do "turnpike" para uma classe 
maioir de modelos que nao tenham caracteristicas de sistemas 
lineares fechados. Essa busca de uma extensao do "turnpike" pa- 
rece ter relevancia ja que se uma trajetoria otima de acumulagao 
de capital tern a forma "turnpike" podemos estar relativamente 
seguros que alguma estrategia de crescimento equilibrado sera 
satisfatoria numa serie de situaqoes. Para verificar essa conjec- 
tura teorica devemos resolver numericamente o problema e tal- 
vez utilizar uma abordagem heuristica. Isto nao e feito nesse 
trabalho, mas a primeira vista parece-nos mais provavel a inexis- 
tenca de uma trajetoria, "quase-catenaria" ou assintotica. Esta 
especulagao nos parece conclusiva e seguramente e resultado de- 
sin teressante do ponto de vista de modelagem convencional. 
Contudo devemos ser um pouco mais cuidadosos pelos motivos 
abaixo: 
a) Nao temos ainda uma soluqao numerioa que garanta o 
crescimento desequilibrado; 
b) Nao estamos convencidos que modelos que busquem 
crescimento acelerado do estoque de capital devam ser 
necessariamente da forma "crescimento balanceado" 
A experiencia moderna da industrializa(;ao de paises 
subdesenvolvidos tern mostrado ser mais freqiiente 
uma abordagem num contexto de desequilibrio ou mes- 
mo anti-equilibrio. Na verdade, a maioria dos pianos 
de crescimento economico operam na base de metas no 
estilo "crash-programmes", o que de certa foirma reflete 
ansiedade diferentes daquelas comuns em paises ja in- 
dustrializados. 
Os dois motivos acima parecem-nos razoaveis no contexto 
do presente trabalho. Para aqueles que preferem uma formaliza- 
^ao "lequilibrista" apresentamos abaixo algumas hipotese que in- 
troduzidas no modelo garantem crescimento balanceado. Para 
tal e necessario eliminar a condiqao terminal e balance de paga- 
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mentos porque essas restriqoes nao sao relacionadas com a abor- 
dagem DOSSO. Tambem necessitamos introduzir certas hipote- 
ses relativas ao comportamento da demanda final. Varias sao as 
especifioaqoes concebiveis e uma das mais simples requer as se- 
guintes hipotetses: 
1) ausencia de importaqao de bens de consumo, i. e., 
mi"(t) 1= 0; 
2) fixaqao de uma relaqao entre exportaqao e produto bru- 
to atraves de uma fungao linear na forma e(t) I— Fx(t), 
onde F e uma matriz diagonal de ordem n sendo 
0 = bj = 1 para i — j; e 
3) relacionar consumo com produto bruto atraves da fun- 
qao c(t) = Hx(t) onde H tern as mesmas propriedades 
de F no item 2. 
Estas hipoteses sao claramente fortes; primeiro, porque pou- 
cos paises podem sustentar auto-suficiencia em relaqao a bens de 
consumo; segundo, porque exportaqao fica dependente da produ- 
gao domestica que e apenas oferta potencial, quando sabemos que 
a exporta^ao e muito mais relacionada com a ^demanda efetiva" 
dos demais paises; finalmente, porque e mais "realista" admitir 
que o consumo e uma fungao linear da renda nacional na forma 
c(t) = Cy(t) + c, onde C e uma matriz diagonal cujos coeficien- 
tes refletem a proporqao marginal a consumir dos diversos tipos 
de bens e c e um vetolr n-dimensional refletindo consumo a ni- 
vel de subsistencia(is) 
A prova desse teorema nao consta desse trabalho, mas em 
Teixeira (1975) temos essa prova para um modelo ligeiramente 
diferente. A estrategia das duas provas e semelhante. Nao esta- 
mos aqui mostrando tal prova por acreditar que as hipoteses aci- 
ma necessarias para a obtenqao do "turnpike" nao estao inteira- 
(15) Professor MORI SHIM A, M., da London School of Economics» suge- 
riu-nos uma abordagem altennativa quo colooaria nosso modielo bas- 
tante poroximo do modelo de von Neumann. Para tal deverlamos 
admitir que m'qt) — 0, e(t) — Px(t) e o(t) — gzx(t), onde g e um 
vetor coluna n-dimeinslonal refletindo «labour-feeding input coeffi- 
ci€[nts», z um vetor linha n-dimensional dos coeficienites ((labour- 
-input». Sufostituindo essas hipoteses em (3.19) temos T^) — [gz -f" 
F] x(t); substituindo esta expressao em (3.30) e usanido a defi- 
niQao de x(t) pode ser pirovado que o modelo obtidO gera o «tumpike». 
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mente relacionadas com o modelo desenvolvida na seqao 3. Alem 
disso a prova formal envolve certo detalhamento miatematico na 
bajse de teorema do pointo fixo e aspectos topologdcos que exigp- 
riam maior espa^o do que e comum em trabalhos para publica- 
93.0 em revistas tecnicas. 
Finalmente gostariamos de acrescentar que e possivel obter 
crescimento <<quasi-balanceado', atraves de simples introduqao no 
modelo de condigoes de contorno na forma de limites superiores 
au inferioreis ("bound-conditiiotois") que efetivamente reduzem 
variaqoes extremas no processo de acuimulaqao por setor. De 
qualquer forma e bom deixar claro que o presente trabalho tern 
mais interesse do ponto de vista teorico e por envolver uma abor- 
dagem tecnocratica nao deve ser aplicado sem substancial modi- 
ficagao para o planejamento de qualquer economia. O merito do 
trabalho consiste essenciialmente na especulaqao de algumais 
ideias que acreditamos langar alguma luz sobre o complexo pro- 
blema de planejamento do crescimento economico. 
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